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≥≥≥≥  

n +�> أن - أ– )2 nn ,u v∗∗∗∗∀ ∈ <∀ ∈ <∀ ∈ <∀ ∈ <ℕℕℕℕ. 
nx أ?�N -       ب

lim u
→+∞→+∞→+∞→+∞

nx و 
lim v
→+∞→+∞→+∞→+∞

n و *%,. 	> أن  nx x
lim u lim v
→+∞ →+∞→+∞ →+∞→+∞ →+∞→+∞ →+∞

====.  

 
IV(-
   Critères de converge d’une suite numérique :  	/�د�. *,�رب 	�����

  


�O�P1  
<6��  (((( ))))nuو (((( ))))nv د���> ، و�# <�������	 lو αααα�0> ?,�,��> +%�1 #�دαααα >>>>.  

nإذا آ�ن  nv l uαααα− ≤− ≤− ≤− ≤A6� 0n n≥≥≥≥  ،)0n م���	 C��5f g�%O و)  #�د nx
lim u 0
→+∞→+∞→+∞→+∞

   ZDن،====

 
))))ا������� ))))nv و 
nx 	�,�ر+
lim v l
→+∞→+∞→+∞→+∞

====.  
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�O�P2  
<6��(((( ))))nuو (((( ))))nvو  (((( ))))nw
  . 	������ت #�د�

nإذا آ�ن  n nv u w≤ ≤≤ ≤≤ ≤≤ ≤A6� 0n n≥≥≥≥  ،)0nم���	 C��5f g�%O و  )  #�دn nx x
lim v lim w l
→+∞ →+∞→+∞ →+∞→+∞ →+∞→+∞ →+∞

= == == == =  

)))) ا�������
 ZDن ))))nu و 
nx 	�,�ر+
lim u l
→+∞→+∞→+∞→+∞

====.  

  
  	��ل

        <6��(((( ))))n n 1
u

≥≥≥≥
��د�
ا�������
 ا� C�� ��+ 
D(�n:  ا�� 2

sin n
n ,u 1

n
∗∗∗∗∀ ∈ = −∀ ∈ = −∀ ∈ = −∀ ∈ = −ℕℕℕℕ.  

    �;��� :1 sin n 1− ≤ − ≤− ≤ − ≤− ≤ − ≤− ≤ − ≤ Y;	 و :n2 2

1 1
1 u 1

n n
− ≤ ≤ +− ≤ ≤ +− ≤ ≤ +− ≤ ≤ + A6� n<	 ∗∗∗∗ℕℕℕℕ.  

 و +�� أن    
x x

1 1
lim 1 lim 1 1

n n→+∞ →+∞→+∞ →+∞→+∞ →+∞→+∞ →+∞

            − = + =− = + =− = + =− = + =            
            

)))) ZDن  ))))n n 1
u

≥≥≥≥
nx 	�,�ر+
 و 

lim u 1
→+∞→+∞→+∞→+∞

====.  

<�(�*03  
   <6��(((( ))))n n 1

u
≥≥≥≥

��د�
ا�������
 ا�C�� ��+ 
D(�  :       ا��

                    n 2 2 2 2

n n n n
n ,u ...

n 1 n 2 n 3 n n
∗∗∗∗∀ ∈ = + + + +∀ ∈ = + + + +∀ ∈ = + + + +∀ ∈ = + + + +

+ + + ++ + + ++ + + ++ + + +
ℕℕℕℕ.  

 +�> أن -)1
2 2

n2 2

n n
n , u

n n n 1
∗∗∗∗∀ ∈ ≤ ≤∀ ∈ ≤ ≤∀ ∈ ≤ ≤∀ ∈ ≤ ≤

+ ++ ++ ++ +
ℕℕℕℕ.  

2(-
)))) ا �;�^ أن ا������� ))))n n 1
u

≥≥≥≥
 
nx و أن ، 	�,�ر+

lim u 1
→+∞→+∞→+∞→+∞

====.  

 

�O�P3  

  <6��(((( ))))nuو (((( ))))nv<> #�د����������	و  αααα��  . #�دا ?,�,�� 	���5 :<

nإذا آ�ن � nv uαααα≥≥≥≥A6� 0n n≥≥≥≥،)0n م���	 C��5f g�%O و)  #�دnx
lim u
→+∞→+∞→+∞→+∞

= +∞= +∞= +∞= ZD nxن∞+
lim v
→+∞→+∞→+∞→+∞

= +∞= +∞= +∞= +∞ 

nإذا آ�ن � nv uαααα≤≤≤≤A6� 0n n≥≥≥≥،)0n م���	 C��5f g�%O و)  #�دnx
lim u
→+∞→+∞→+∞→+∞

= −∞= −∞= −∞= ZD nxن∞−
lim v
→+∞→+∞→+∞→+∞

= −∞= −∞= −∞= −∞  

  	��ل

           <6�� (((( ))))n n 1
u

≥≥≥≥
��د�
ا�������
  ا�C�� ��+ 
D(�n:  ا��

2
n ,u 2 n 3 sin

n
ππππ∗∗∗∗∀ ∈ = − +∀ ∈ = − +∀ ∈ = − +∀ ∈ = − +ℕℕℕℕ.  

     �;��� :nn ,u 2 n 3∗∗∗∗∀ ∈ ≤ − +∀ ∈ ≤ − +∀ ∈ ≤ − +∀ ∈ ≤ − +ℕℕℕℕ )  ن!
2

sin 1
n
ππππ ≤≤≤≤. (  

 و +�� أن 
x
lim 2 n 3
→+∞→+∞→+∞→+∞

− + = −∞− + = −∞− + = −∞− + = )))) ا�������
  ZDن ∞− ))))nu�5#�ة و�	  nx
lim u
→+∞→+∞→+∞→+∞

= −∞= −∞= −∞= −∞.  

<�(�*04  

           <6��(((( ))))nuا� 
��د�
ا�������C�� ��+ 
D(�0u: ا�� 2 و====0
n 1 nn ,u 1 1 u++++∀ ∈ = + +∀ ∈ = + +∀ ∈ = + +∀ ∈ = + +ℕℕℕℕ.  

nn : +�> أن -)1 ,u 1∗∗∗∗∀ ∈ >∀ ∈ >∀ ∈ >∀ ∈ >ℕℕℕℕ.  

)))) +�> أن -)2 ))))nu
  . *7ا���

nn +�> أن – )1 ,u n∀ ∈ ≥∀ ∈ ≥∀ ∈ ≥∀ ∈ ≥ℕℕℕℕ،  ^�;� ا ijnx
lim u
→+∞→+∞→+∞→+∞

.  
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�O�P4  
� �	 C�56رة ه	و  

 *7ا��������	 Aآ
 .,�ر+
� 

 و 	/�9رة هC 	�,�ر+�/:�;* 
�����	 Aآ.  

  

@?=	  
� 

 	�,�ر+�����	 Cه 

 *7ا���
 و  ��5�����	 Aآ. 
� �,�	 
�����	 Cه 

 و 	��5�/:�;* 
�����	 Aآ
 .ر+
  	��ل

     <6��(((( ))))nuا� 
��د�
ا�������C�� ��+ 
D(�0u: ا�� n و====4 1 nn ,u u++++∀ ∈ =∀ ∈ =∀ ∈ =∀ ∈ =ℕℕℕℕ.  

nn: +�> +���)�_ أن  - )1 ,u 1∀ ∈ ≥∀ ∈ ≥∀ ∈ ≥∀ ∈ ≥ℕ.  

2( -  
))))+�> أن ا������� ))))nu 
�/:�;* .  

  .�,�ر+
ا �;�^ أ�(� 	 )3

@?=	  


 *l,D <�5 أن ا�������
 	�,�ر+
 و � *�6> 	> *%��� �(���(� ,+��
 ا��O�Fا�     .  
V(-� �! ت�
���   

1(-
)))) *,�رب ا������� ))))na  


�O�P  
aإذا آ�ن  � ZD nن <<<<1

x
lim a
→+∞→+∞→+∞→+∞

= +∞= +∞= +∞= +∞.  

aإذا آ�ن  � ZD nن ====1

x
lim a 1
→+∞→+∞→+∞→+∞

====.  

1إذا آ�ن  � a 1− < <− < <− < <− < ZD nن >

x
lim a 0
→+∞→+∞→+∞→+∞

====.  

aإذا آ�ن  � 1≤ −≤ −≤ −≤ )))) ZDن − ))))na
��)� A5,* �.  

  	��ل


))))  :  أ?�N ا�;(���ت ا����� ))))n

x
lim 1 2
→+∞→+∞→+∞→+∞

  و −−−−
n n

n nx

2 3
lim

2 3→+∞→+∞→+∞→+∞

    −−−−
    ++++    

))))  و  ))))2 n

x
lim 1 2 2 ... 2
→+∞→+∞→+∞→+∞

+ + + ++ + + ++ + + ++ + + +.   

<�(�*05 ) : 
  )2008ا��ورة ا� ��راآ�

    <6��(((( ))))nuا�  
��د�
ا�������C�� ��+ 
D(�0u: ا�� n و====2
n 1

n

5u
u

2u 3++++ ====
++++

 A6�  n <	 ℕℕℕℕ.  

nu +�> أن – )1 1>>>> A6� ، n <	 ℕℕℕℕ. 

2( – _e� :n
n

n

u 1
v

u

−−−−==== A6� ، n <	 ℕℕℕℕ. 

)))) +�> أن -)أ ))))nv �) � أ 

 ه;� ������	 
3
5

 Nأآ� ij nv 
���+ n.  

n +�> أن -)ب n

2
u

3
2

5

====
    −−−−     
    

 A6� ، n <	 ℕℕℕℕj ،  
��)� N�))))i أ? ))))nu.  
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<�(�*06 ) : 
  )2007ا��ورة ا� ��راآ�

    <6��(((( ))))nuا�  
��د�
ا�������C�� ��+ 
D(�0u: ا�� )))) و====2 ))))n 1 n

1
u u 4 n 1

5++++ = − −= − −= − −= − − A6� ، n <	 ℕℕℕℕ.  

 _e� :n nv u n 1= + −= + −= + −= + − A6�  ، n <	 ℕℕℕℕ.  

)))) +�> أن – )1 ))))nv �) � أ 

 ه;� ������	 
1
5

. 


 nv  أ?�N - أ– )2���+ n.  

 nu ا �;�^ -             ب ���+ n N�ij nx أ?

lim u
→+∞→+∞→+∞→+∞

.  

3( – _e�  :n 0 1 nT v v .... v= + + += + + += + + += + + n  و + 0 1 nS u u .... u= + + += + + += + + += + + +1�? n (/;# <	ℕℕℕℕ. 

n: +�> أن  n

1 1
T 5

4 5
    = −= −= −= −    
    

:   و أن 
(((( )))) (((( ))))

n n

n 1 n 2
S T

2

+ −+ −+ −+ −
= −= −= −= −.  

    <�(�*07                                           <�(�*    08  

��5) ا�������
 ا���د�� (((( ))))nuC�� ��+ 
D(� : ا��

0u n  و====2
n 1

n

5u 1
n ,u

u 3++++
−−−−∀ ∈ =∀ ∈ =∀ ∈ =∀ ∈ =

++++
ℕℕℕℕ.  

_e�: n
n

1
n ,v

u 1
∀ ∈ =∀ ∈ =∀ ∈ =∀ ∈ =

−−−−
ℕℕℕℕ.  

1(- N�  .0v  و1u أ?
nn  +�> +���)�_ أن-)2 ,u 1∀ ∈ >∀ ∈ >∀ ∈ >∀ ∈ >ℕℕℕℕ.  
))))+)ه> أن -)3 ))))nvو ?�د 
�+��  . أ � (� ?


nv ij nu ?�د - أ-)4���+  n.  

nx أ?�N -     ب
lim u
→+∞→+∞→+∞→+∞

.  


��5) ا�������
 ا���د�� (((( ))))nuC�� ��+ 
D(� : ا��

0u n  و====1
n 1

n

u 2
n ,u

u++++
++++∀ ∈ =∀ ∈ =∀ ∈ =∀ ∈ =ℕℕℕℕ.  

_e�: n
n

n

u 2
n ,v

u 1

−−−−∀ ∈ =∀ ∈ =∀ ∈ =∀ ∈ =
++++

ℕℕℕℕ.  

1(- N�  .0v  و1u أ?

)))) +�> أن-)2 ))))nv�) � و?�د أ 
  . ه;� �


nv ij nu ?�د - أ -)3���+  n.  

nx أ?�N -      ب
lim u
→+∞→+∞→+∞→+∞

.  

  
<�(�*   09<�(�*                                                10  
 
��5) ا�������
 ا���د��  (((( ))))nuC�� ��+ 
D(� : ا��

]]]] [[[[0u 1,0∈ −∈ −∈ −∈ n  و−
n 1

n

u
n ,u

2 u
++++∀ ∈ =∀ ∈ =∀ ∈ =∀ ∈ =

++++
ℕℕℕℕ.   

nn  +�> أن-)1 , 1 u 0∀ ∈ − < <∀ ∈ − < <∀ ∈ − < <∀ ∈ − < <ℕℕℕℕ.  

0  +�> أن-)2
n 1

0

u
n ,u

2 u
++++∀ ∈ ≥∀ ∈ ≥∀ ∈ ≥∀ ∈ ≥

++++
ℕℕℕℕ.  

  ا �;�^ أن- أ-)3
(((( ))))

0
n n

0

u
n ,u

2 u
∀ ∈ ≥∀ ∈ ≥∀ ∈ ≥∀ ∈ ≥

++++
ℕℕℕℕ.  

nx أ?�N -    ب
lim u
→+∞→+∞→+∞→+∞

.  


��5) ا�������
 ا���د�� (((( ))))nuC�� ��+ 
D(� : ا��

0u  و====1
3
n

n 1 2
n

u
u

1 3u++++ ====
++++

.   

nn +�> أن - أ–) 1 ,u 0∀ ∈ >∀ ∈ >∀ ∈ >∀ ∈ >ℕℕℕℕ.  

))))  +�> أن ا�������
 -       ب ))))nu
�/:�;* .  

n +�> أن-أ -)2 1 n

1
u u

3++++ ≤≤≤≤A6� ، n<	 ℕℕℕℕ.  

 ا �;�^ أن-    ب
n

n

1
u

3
    ≤≤≤≤     
    

،  A6�n<	 ℕℕℕℕ.  

nx أ?�N - ج   
lim u
→+∞→+∞→+∞→+∞

.  
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2(-
)))) *,�رب ا������� ))))
0

n n n
v

≥≥≥≥
 1�%+ (((( ))))n nv f u====  


�O�P  
))))��b ا�������
إذا آ ))))

0
n n n

u
≥≥≥≥

�)���)� 

 fCD ، و l 	�,�ر+�/�	 
)))) ZDن ا�������
l دا� ))))
0

n n n
v

≥≥≥≥
  

C�� ��+ 
D(�)))) : ا�� ))))n nv f u==== 1�?0n n≥≥≥≥Cو �(���(� ه 
)))) 	�,�ر+ ))))f l.  

  	��ل


 ا�������
      �;%�د��)� (((( ))))nuC�� ��+ 
D(�:  ا��
2

n 2

n
n ,u sin

1 6 n
ππππ    

∀ ∈ =∀ ∈ =∀ ∈ =∀ ∈ =     ++++    
ℕℕℕℕ.  

   �;���   :
2

2x

n
lim

1 6 n 6
π ππ ππ ππ π

→+∞→+∞→+∞→+∞
====

++++

x و +�� أن ا��ا� sin x֏֏֏֏CD 
�/�	 

6
ππππنZD :nx

1
lim u sin

6 2
ππππ

→+∞→+∞→+∞→+∞
= == == == =.  

  
3(-

 ا���������)� (((( ))))n

n
αααα

∈∈∈∈ℕℕℕℕ
 1�? αααα ∈∈∈∈ℚℚℚℚ  


�O�P  
 <6��αααα ∈∈∈∈ℚℚℚℚ . �;���:  
� 

x
lim n αααα

→+∞→+∞→+∞→+∞
= +∞= +∞= +∞= 0ααααن إذا آ�∞+ >>>> . 

� 
x
lim n 0αααα

→+∞→+∞→+∞→+∞
0ααααن إذا آ�==== <<<<. 

0ααααإذا آ�ن  � ZD nن==== ,n 1αααα∗∗∗∗∀ ∈ =∀ ∈ =∀ ∈ =∀ ∈ =ℕℕℕℕ  

  	��ل

 

 ا���������)� N�%;�      (((( ))))nu 1�? 
2

n 3 2

1 n
n ,u

1 n

−−−−−−−−∀ ∈ =∀ ∈ =∀ ∈ =∀ ∈ =
++++

ℕℕℕℕ.  

 �;��� :(((( ))))2

x
lim 1 n 1−−−−

→+∞→+∞→+∞→+∞
− =− =− =− )))) و = ))))

2
3 2 3

x x
lim 1 n lim 1 n
→+∞ →+∞→+∞ →+∞→+∞ →+∞→+∞ →+∞

    
+ = + = +∞+ = + = +∞+ = + = +∞+ = + = +∞    

    
  

)))) ا�������
إذن  ))))nu و 
nx:���;� 	�,�ر+
lim u 0
→+∞→+∞→+∞→+∞

====.  


�O�P  
   <6��fل�G	 I�# 
�/�	 
)))) +I 1�% دا�
 #�د� ))))f I I⊂⊂⊂⊂،   

 
))))و ��6> ا������� ))))nuD(�
I +%�ه� ا!ول 	> ا���Gل
 ا����
 ا��)�:=�)))) و ا� ))))n 1 nu f u++++ ====.  

 
))))إذا آ��b  ا������� ))))nu 
��د���� A? �)���)� نZD 
)))) 	�,�ر+ ))))f x x====.  

  1	��ل

��5) ا��     
������( )n n
uC�� ��+ 
D(�0:  ا��

1
u

2
) و= )n 1 n n

5
n ,u u 1 u

2+∀ ∈ = −ℕ.  

1(- 

 #� f I	�A 	�����5 ا��ا�D(�):  +�� ��ℝ C ا�� ) ( )
5

f x x 1 x
2

= −.  

1 ���5) ا���Gل -)2 5
I ,

2 2

 
 =
  

.  

0u +�> أن -    أ I∈∈∈∈ و أن  (((( ))))f I I⊂⊂⊂⊂.  

) +�> أن ا�������
 -   ب )n n
u 
) 	�,�ر+
 ij ا �;�^ �(��
 ا������� )n n

u.  
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  2	��ل
         <6��(((( ))))nuا� 
��د�
ا�������C�� ��+ 
D(�0u: ا�� n و====2 1 nn ,u u 6++++∀ ∈ = +∀ ∈ = +∀ ∈ = +∀ ∈ = +ℕℕℕℕ.  

1(-

 #� f I	�A 	�����5 ا��ا�D(�]]]]ا���Gل ا�� [[[[6 ,− +∞− +∞− +∞− +∞ C�� ��+  :( )f x x 6= +.  

��5) ا���Gل -)2� [[[[ ]]]]I 0 ,3====.  

0u +�> أن -    أ I∈∈∈∈ و أن  (((( ))))f I I⊂⊂⊂⊂.  

) +�> أن ا�������
-   ب )n n
u
   . *7ا���
 و 	�56رة ij ا �;�^ أ�(� 	�,�ر+

3(- A? ل�Gا�� CDI 
) ا����د� )f x x=
) ij ا �;�^ �(��
 ا������� )n n
u.  

  
   <�(�*11   

    
��5) ا�������
 ا���د��( )n n
uه� ا!ول�%+ 
D(�0u ا�� 2=
:=�n  وا� 1 n

n

1 2
n ,u u

2 u+

 
 ∀ ∈ = +    

ℕ.  

I(-
)  درا 
 ا������� )n n
u  

  .2u  و1u:  أ?�N -أ-)1   
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