
����ت ا���0/ 	/ ا�&���Dت ا�1,+�
 ا�����ر
�
ا��� /0	EF / 	�5د�ت و 	�+ا�&�ت و ���Cت ����ر����
� G��8�,H� ر��. ا�95+ي و����ا� 
EFx10 ا���5د�ت 	/ ا�-�ع( 	4+5 a====(
��7L�?�� و 
.ا���0/ 	/ ا�-���7ت ا�����ر����
 ا"!�!�
  . ����ر����
  دوال$�6ا���0/ 	/ درا!
 و ����E دوال �&��ي�

ا�&��ب ا���0	�=�
ءا���O�Lء و ا������0
ا�AFPء و ا�����Fت �

$��م ا�&��ة و ا"رض�
�
ا�5��م ا��A�Sد�
�
  ا�&���Dت ا�1,+�

دا�
 ا�����ر��. ا�-,�+ي�
درا!
 دا�
 ا�����ر��. ا�-,�+ي�
����7ت ا$���د�
 أ>+ى�
�
ا��8�9
 ا�����ر����
 ��ا�
a. �:!�سدا�
 ا�����ر���
ا�95+يدا�
 ا�����ر��. �
�a:!�س  درا!
 دا�
 ا�����ر��. �

س

  10:$�د ا���$�ت 
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 אא 

א א

ا���0/ 	/ دا�
 ا�����ر��. ا�-,�+ي
4+5
 ا���2�3ت ا�1,+�
 ��ا�
 ا�����ر��. ا�-,�+ي	

ا���0/ 	/ درا!
 دا�
 ا�����ر��. ا�-,�+ي
����7ت ا�����ر��. ا"!�!�
ا��5+ف $�6 


4+5
 ا��8�9
 ا�����ر���
 ��ا�
 و 	8�9
 ا��ا�	
     (((( ))))x ln u x֏֏֏֏  


ا���0/ 	/ �&��� دا�
 أ2��
 ���ا�
(((( ))))
(((( ))))

u' x
x

u x
֏֏֏֏

.aا��5+ف $�6 دا�
 ا�����ر��. �:!�س
��?�< ا��وال ا�����ر���
 4= 	�اد أ>+ى 	/ 

@A3اد ا���	     .  
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I Fonction logarithme népérien
      
ا��ا�

1
x

x

 $�6 ا���1ل֏֏֏֏�A�	 ]]]] [[[[0 [[[[ ، إذن �E,8 دوال أ2��
 $�6 ا���1ل∞+∞+∞+∞+, [[[[0 ,+∞+∞+∞+∞ ،  

  .1و �E,8 دا�
 أ2��
 و��Fة �-�5م 4= 
  


 ا�����ر��. ا�-,�+ي ه= ا��ا�
 ا"2��
 ���ا�
 دا    �
1

x
x

[[[[ $�6 ا���1ل֏֏֏֏ [[[[0 .1 و ا��= �-�5م 4=∞+∞+∞+∞+,

O	+��D �7� O	+� و:ln.  

  
�
$��1
 �5+�< ا��ا�	lnه= ا���1ل ]]]] [[[[0 ,+∞+∞+∞+∞.

�ln 1 0====

�

 �lnVا��ا��D�S 6 ا���1ل��8ق $��]]]] [[[[0 [[[[: و ���-�∞+∞+∞+∞+, [[[[ (((( )))) 1
x 0 , , ln x

x
′′′′∀ ∈ +∞ =∀ ∈ +∞ =∀ ∈ +∞ =∀ ∈ +∞ =

�
[[[[ا���1ل  �Oا���
 $ �5HS�ln6ا��ا� [[[[0 [[[[:أي. ∞+∞+∞+∞+, [[[[a ,b 0 , ,a b ln a ln b∀ ∈ +∞ < ⇔ <∀ ∈ +∞ < ⇔ <∀ ∈ +∞ < ⇔ <∀ ∈ +∞ < ⇔ <.

�]]]] [[[[a ,b 0 , , ln a ln b a b∀ ∈ +∞ = ⇔ =∀ ∈ +∞ = ⇔ =∀ ∈ +∞ = ⇔ =∀ ∈ +∞ = ⇔ =.

�ln x 0 x 1= ⇔ == ⇔ == ⇔ == ⇔ ln   و        = x 0 x 1> ⇔ >> ⇔ >> ⇔ >> ⇔ ln           و        < x 0 0 x 1< ⇔ < << ⇔ < << ⇔ < << ⇔ < <.

����������

����

  
  

E0�aو bا���1ل /	 ]]]] [[[[0 ,+∞+∞+∞+∞�-��� ،  :(((( ))))ln ab ln a ln b= += += += +

  
 XY�            :(((( )))) (((( ))))x 0 ,F x ln kx∀ > =∀ > =∀ > =∀ > )))) و= ))))x 0 ,u x kx∀ > =∀ > =∀ > =∀ > =Z�F ،k ∗∗∗∗

++++∈∈∈∈ℝℝℝℝ .  

 �-���:(((( )))) (((( ))))x 0 ,F x ln u x∀ > =∀ > =∀ > =∀ > = 
 ��8��Vق $E ا���1لF إذن �����D�S ]]]] [[[[0   : و ���-�∞+∞+∞+∞+,

(((( )))) (((( ))))(((( )))) (((( )))) 1
x 0 ,F x ln u x u x

x
′ ′ ′′ ′ ′′ ′ ′′ ′ ′∀ > = × =∀ > = × =∀ > = × =∀ > = × =  

))))إذن  ))))c / F x ln x c∃ ∈ = +∃ ∈ = +∃ ∈ = +∃ ∈ = +ℝℝℝℝE/ أ�	و  x 1==== ، ln k c====.  

 G-	و(((( ))))ln kx ln x ln k= += += += +.  

x:إذا و]5-� a====و k b====4\ن : (((( ))))ln ab ln a ln b= += += += +.  
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א א

  
�
:�Fد 	$��1
 �5+�< ا��وال ا�����

     
x

f : x
ln x

֏֏֏֏                   (((( ))))g : x x 1 ln x−−−−֏֏֏֏                   h : x ln ln x֏֏֏֏.  

�=4 EFℝℝℝℝ
: ا���5د�ت ا�����

   (((( ))))2ln 2 x ln x 1= += += += +                 (((( )))) (((( ))))ln x 1 ln 3 x 1 0− − + =− − + =− − + =− − + =                2

x 1
ln 0

x 1
++++     ====    ++++    

  

�=4 EFℝℝℝℝ
:ا���+ا�&�ت ا�����

   (((( ))))ln 3 x 2 0+ <+ <+ <+ <        (((( )))) (((( ))))ln x 1 ln 2 x 1− < −− < −− < −− < −              2

x 1
ln 0

x 1
−−−−     ≥≥≥≥    ++++    

  

Definition

II
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 אא 

א א

    

)))):�,�/ X�+���D أن   ))))
i n i n

i i
i 1 i 1

ln a ln a
= == == == =

= == == == =

    
====    

    
∏∏∏∏ ∑∑∑∑ Z�F 1a2 وaو... وna�5HS 
,��	 
�8�8F أ$�ادا .  

   
E0�aو bا���1ل /	 ]]]] [[[[0   : ، ���-� ℚℚℚℚ	E0�r/، و ∞+∞+∞+∞+,

1(-
1

ln ln a
a
     = −= −= −= −    
    

                                       2(-
a

ln ln a ln b
b
     = −= −= −= −    
    

3(-(((( ))))rln a r ln a====                                      4(- 
1

ln a ln a
2

====        

    

1(-�-��� : 
1 1

a 0 ,0 ln 1 ln a ln a ln
a a

    ∀ > = = × = +∀ > = = × = +∀ > = = × = +∀ > = = × = +    
    

 G-	 و  
1

ln ln a
a
     = −= −= −= −    
    

.  

2(- �-��� : 
a 1 1

ln ln a ln a ln ln a ln b
b b b
            = × = + = −= × = + = −= × = + = −= × = + = −            
            

 E0� aو b/	 ∗∗∗∗
++++ℝℝℝℝ.  

r إذا آ�ن-)3 n= ∈= ∈= ∈= ∈ℕℕℕℕ : 1 2 na a .... a a= = = == = = == = = == = = =6�$ EA&� و :nln a n ln a====  

r      إذا آ�ن  n −−−−= − ∈= − ∈= − ∈= − ∈ℤℤℤℤ: r n n
n

1
a 0 , ln a ln ln a n ln a r ln a

a
∀ > = = − = − =∀ > = = − = − =∀ > = = − = − =∀ > = = − = − =  

      إذا آ�ن
p

r
q

====: r qr pa ,q ln a ln a ln a p ln a∀ > = = =∀ > = = =∀ > = = =∀ > = = ra إذن = 0 , ln a r ln a∀ > =∀ > =∀ > =∀ > =  

   

xyنإذا آ�� )))): 4\ن<<<<0 ))))ln xy ln x ln y= += += +=   و  +
x

ln ln x ln y
y

    
= −= −= −= −    

    
2ln   و   x 2 ln x====  

� E0�x/	  ا���1ل]]]] [[[[0 ,+∞+∞+∞+∞E0� و n/	 ∗∗∗∗ℕℕℕℕ�-��� ، :n 1
ln x ln x

n
====.

    
D:A�b ا��5د� ln 2 2 ln 2 2= − + += − + += − + += − + +.

�            (((( )))) (((( ))))2009 2009

B ln 2 1 ln 2 1= − + += − + += − + += − + +  

�=4 EFℝℝℝℝ
)))): ا���5د� ))))ln x 3 2− + =− + =− + =− + =
)))) :   c. ا���+ا�& ))))ln x 3 2− + ≥− + ≥− + ≥− + ≥

II(-  
  

      
$��1
 �5+�< ا��ا�	lnه= ا���1ل ]]]] [[[[0 ,+∞+∞+∞+∞.   

   �.���ت ا-��د�� - )1
     

x
lim ln x
→+∞→+∞→+∞→+∞

= +∞= +∞= +∞= و                   ∞+
x 0
lim ln x

++++→→→→
= −∞= −∞= −∞=       و         ∞−

x

ln x
lim 0

x→+∞→+∞→+∞→+∞
====

     

                  �-��� :
xx 0 x 0

1
lim ln x lim ln lim ln x

x+ ++ ++ ++ + →+∞→+∞→+∞→+∞→ →→ →→ →→ →
= − = − = −∞= − = − = −∞= − = − = −∞= − = − = −∞.

NóïámŠbÈíÜÜaßaì‡ÜaóïámŠbÈíÜÜaßaì‡Üa@@

  



,ره�/





/03 11



    

    



ˆbn ÿaˆbn ÿaZZ @@
Ùi@óïäbrÜa@óå ÜaÙi@óïäbrÜa@óå Üa

@@ 20201111--20120100@@@@@@@@

óibïä
ârïéÜaæia@óïÝïèdnÜa@óîíäbrÜa

@ãíÝÈ@bîŠíÜbŒïÐئóï bî
H‘î†cI


 אא 

א א

2( -�
  ln �0ول ���1ات ا
0ا

        

 ��8��Vق $�6 ا���1لlnا��ا��D�S ]]]] [[[[0 )))):  و ���-� ∞+∞+∞+∞+, )))) (((( )))) 1
x 0 , ln x 0

x
′′′′∀ > = >∀ > = >∀ > = >∀ > = >  

+∞+∞+∞+∞                       1                  0  x  
               ++++                    ++++  (((( )))) (((( ))))ln x′′′′  

+∞+∞+∞+∞  
                            0  

                                               −∞−∞−∞−∞   

  
ln x  

3( -�

7	6	5 ا
0ا ����.�+
  ln ا
�9وع ا
��-��� :

x 0
lim ln x

++++→→→→
= −∞= −∞= −∞= −∞
 .ln إذن 	&�ر ا"را��d 	�8رب $��دي ��-&-6 ا��ا�

� 
x
lim ln x
→+∞→+∞→+∞→+∞

= +∞= +∞= +∞= و ∞+
x

ln x
lim 0

x→+∞→+∞→+∞→+∞
∞+∞+∞+∞+�1Dار  �E,8 4+$� �����1 ا��1هG 	&�ر ا"lnE�2�4 	-&-6  إذن ====

  e ا
�0د- )4
�

 و �Oا���
 �5HS $�6 ا���1لlnا��ا��A�	 ]]]] [[[[0 ,+∞+∞+∞+∞ 

[[[[:إذن [[[[(((( )))) ]]]] [[[[
xx 0

ln 0 , lim ln x , lim ln x ,
++++ →+∞→+∞→+∞→+∞→→→→

    +∞ = = −∞ +∞+∞ = = −∞ +∞+∞ = = −∞ +∞+∞ = = −∞ +∞        
.

[[[[و ��D أن � [[[[1 ,∈ −∞ +∞∈ −∞ +∞∈ −∞ +∞∈ −∞ +∞ 
ln 4\ن ا���5د� x [[[[ �VF E,8 و ��Fا 4= ا���1ل====1 [[[[0   .+� e	��D G� O&+ف∞+∞+∞+∞+,

ln: و ���-�  e e و ====1 ∉∉∉∉ℚℚℚℚ و e 2.718≈≈≈≈.

�(((( ))))kx 0 , k , ln e k∀ > ∀ ∈ =∀ > ∀ ∈ =∀ > ∀ ∈ =∀ > ∀ ∈ =ℚℚℚℚ و kx 0 , k , ln x k x e∀ > ∀ ∈ = ⇔ =∀ > ∀ ∈ = ⇔ =∀ > ∀ ∈ = ⇔ =∀ > ∀ ∈ = ⇔ =ℚℚℚℚ.

�
kx 0 , k , ln x k x e∀ > ∀ ∈ ≤ ⇔ ≤∀ > ∀ ∈ ≤ ⇔ ≤∀ > ∀ ∈ ≤ ⇔ ≤∀ > ∀ ∈ ≤ ⇔ ≤ℚℚℚℚ  

5( -�
�	6	5 ا
0ا ln  
�

 ا��= أln�7��A4	�5د�
 	��س 	-&-6 ا��ا�H8-ه= 1 4= ا�  :y x 1= −= −= −= −.

�

 ا��= أln�7��A4	�5د�
 	��س 	-&-6 ا��ا�H8-4= ا� e =ه  :
1

y x
e

====.

O

y

1

11

y=lnx

e

y x 1= −= −= −= −

1
y x

e
====
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 אא 

א א

     /�+��01  
          /0�� f=�� ��D 
)))): ا��ا�
 ا��5د�
 ا��4+5 ))))f x x ln x= −= −= −= −

  .c fD. أF�d ا�-���7ت $-� 	&�ات �F fDد -)1
2(-
  f أدرس ��f+ات ا��ا�
3(-

 ��-&-6 ا��ا��g�7�Vوع ا�+Lأدرس ا� f.  
4(-
    =4	5� .	��5	� 	�f.C- أ�h9 	-&-6 ا��ا�

III(-  
      

x 0
lim x ln x 0

++++→→→→
              و            ====

x 1

ln x
lim 1

x 1→→→→
====

−−−−
              و             

(((( ))))
x 0

ln 1 x
lim 1

x→→→→

++++
====

n

x 0
n , lim x ln x 0

++++

∗∗∗∗

→→→→
∀ ∈ =∀ ∈ =∀ ∈ =∀ ∈ =ℕℕℕℕ                                         و          nx

ln x
n , lim 0

x
∗∗∗∗

→+∞→+∞→+∞→+∞
∀ ∈ =∀ ∈ =∀ ∈ =∀ ∈ =ℕℕℕℕ

      

�
tx 0 x 0 x 0

1
ln

1 ln tx
lim x ln x lim x ln lim lim

1x t
x

+ + ++ + ++ + ++ + + →+∞→+∞→+∞→+∞→ → →→ → →→ → →→ → →

    
             = − = − = −= − = − = −= − = − = −= − = − = −    

    
. 

�(((( ))))
x 1

ln x
lim ln 1 1

x 1→→→→
′′′′= == == == =

−−−−
.

�
(((( )))) (((( ))))

x 0

ln 1 x
lim ln 1 1

x→→→→

++++ ′′′′= == == == =.

�(((( ))))n n n

x 0 x 0 t 0

1 1
n , lim x ln x lim x ln x lim t ln t 0

n n+ + ++ + ++ + ++ + +

∗∗∗∗

→ → →→ → →→ → →→ → →
∀ ∈ = = =∀ ∈ = = =∀ ∈ = = =∀ ∈ = = =ℕℕℕℕ.

�

n

n nx x t

ln x 1 ln x 1 ln t
n , lim lim lim 0

x n x n t
∗∗∗∗

→+∞ →+∞ →+∞→+∞ →+∞ →+∞→+∞ →+∞ →+∞→+∞ →+∞ →+∞

    
∀ ∈ = = =∀ ∈ = = =∀ ∈ = = =∀ ∈ = = =    

    
ℕℕℕℕ.

    
  


  أF�d ا�-���7ت ا����  �:  

x

1
lim x ln 1

x→+∞→+∞→+∞→+∞

    ++++    
    

2x      و        0

1
lim ln x

x++++→→→→

    ++++    
    

))))    و       ))))3

x 0
lim x ln x

++++→→→→
       و    

(((( ))))3

x

ln x
lim

x→+∞→+∞→+∞→+∞
.  

(((( ))))(((( ))))2

x
lim x ln x
→+∞→+∞→+∞→+∞

      و      −−−−
x

x
lim x ln

x 1→+∞→+∞→+∞→+∞

    
    ++++    

   و       
2
3

x 0
lim x ln x

++++→→→→
        و     

(((( ))))
2
3

x

ln x
lim

x→+∞→+∞→+∞→+∞
.

  
    

      
))))��5,+ ا�������
 ا��5د� ))))n n 1
u

≥≥≥≥
=�� ��D 
n: ا��4+5

n 1
u ln

n
++++    ====     

    
.  

n أF�d-ب .                     2u و1u أF�d- أ-)1 1 nu u++++ −−−−
Dر�� i�-�!و ا (((( ))))n n 1
u

≥≥≥≥
.  

2(- XY�  :n 1 2 3 ns u u u ... u= + + + += + + + += + + + += + + + +  

     d�Fأns 
���D n i�-�!ا .c nn
lim s
→+∞→+∞→+∞→+∞

.  
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 אא 

א א

IV(-.La dérivée logarithmique d’une fonction  

  �@�ط      
            /0��u�8ق��V� 
�D�S 
  .�1�Iلا� و � �-�5م $�I، 6$�6 ا���1ل  دا�

     �-��� :u �8ق��V� 
�D�S 6 ا���1ل�$I إذن ، u 6�$ 
�A�	 
  ، 4\نI � �-�5م $�u6و ��D أن  . I دا�
             u��Pا jL-D kL�&� 6 ا���1ل�رة $I.   
 XY�    :(((( )))) (((( ))))(((( ))))f x ln u x====.

�lإذا آ��u6 ا���1ل��5 $HS 
,��	 I4\ن:
      �-��� :(((( )))) (((( ))))x I , f x ln u x∀ ∈ =∀ ∈ =∀ ∈ =∀ ∈ = 
 �uVو ��D أن. �����D�S 6�$ �8ق��I و (((( )))) ]]]] [[[[u I 0 ,⊂ +∞⊂ +∞⊂ +∞⊂ +∞ ،  


 ��8��Vق $�6 ا���1لln     و �D�S ]]]] [[[[0 )))):  و ���-�∞+∞+∞+∞+, )))) (((( ))))(((( )))) (((( )))) (((( ))))
(((( ))))

u x
x I , f x ln u x u x

u x

′′′′
′ ′ ′′ ′ ′′ ′ ′′ ′ ′∀ ∈ = × =∀ ∈ = × =∀ ∈ = × =∀ ∈ = × =  

�lإذا آ��u6 ا���1ل��5 $HS 
,��! I4\ن:
�-��� :(((( )))) (((( ))))(((( ))))x I , f x ln u x∀ ∈ = −∀ ∈ = −∀ ∈ = −∀ ∈ = 
 ��8��Vق $�u6و ��D أن. ����−�D�S I و (((( )))) ]]]] [[[[u I 0 ,− ⊂ +∞− ⊂ +∞− ⊂ +∞− ⊂ +∞  


 ��8��Vق $�6 ا���1لln      و�D�S ]]]] [[[[0 )))):  و ���-�∞+∞+∞+∞+, )))) (((( ))))(((( )))) (((( )))) (((( ))))
(((( ))))

u x
x I , f x ln u x u x

u x

′′′′
′ ′ ′′ ′ ′′ ′ ′′ ′ ′∀ ∈ = − − × =∀ ∈ = − − × =∀ ∈ = − − × =∀ ∈ = − − × =  

      
lإذا آ��     u�8ق��V� 
�D�S 
))))، 4\ن ا��ا�
�1�Iلا� و � �-�5م $�I، 6 $�6 	�1ل دا� ))))(((( ))))x ln u x֏֏֏֏


 ��8��Vق �D�S6�$I6�$ 
: ه= ا��ا�
I و دا���7 ا��8�9
(((( ))))
(((( ))))

u x
x

u x

′′′′
֏֏֏֏.  

      
))))   �Fد                  ))))f x′′′′E0� xا���1ل /	 I�&4= ا� 
  :�ت ا�����

1(-    (((( )))) (((( ))))2f x ln x x 1= + += + += + += + [[[[    و   + [[[[I ,= −∞ +∞= −∞ +∞= −∞ +∞= −∞ +∞.

2(-     (((( ))))f x ln 1 ln x= −= −= −= [[[[         و   − [[[[I e ,= +∞= +∞= +∞= +∞.

      
 /0��  u�1ل	6 ��8ق $��V� 
�D�S 
  .�1�Iلا� و � �-�5م $�I، 6 دا�


:ا��ا�
(((( ))))
(((( ))))

u x
x

u x

′′′′
֏֏֏֏
I $�6 ا���1لu ���6 ا��8�9
 ا�����ر����
 ���ا�

         
 /0��  u6�$ �8ق��V� 
�D�S 
  . �1�Iلا�، و � �-�5م $�I 6 	�1ل دا�

:ا"2��
 ���ا�
ا��وال 
(((( ))))
(((( ))))

u x
x

u x

′′′′
)))) :ه= ا��والI $�6 ا���1ل֏֏֏֏ ))))(((( ))))x ln u x c++++֏֏֏֏Z�F (((( ))))c ∈∈∈∈ℝℝℝℝ

     

ال ا"2��
 ���ا�
ا��و�
1

x
2 x 1++++

 $�6 ا���1ل֏֏֏֏
1

,
2

    −∞ −−∞ −−∞ −−∞ −    
    

: ه= ا��وال
1

x ln 2 x 1 c
2

+ ++ ++ ++ +֏֏֏֏،(((( ))))c ∈∈∈∈ℝℝℝℝ

�
xا��وال ا"2��
 ���ا� tan x֏֏֏֏6 ا���1ل�$ ,
2 2
π ππ ππ ππ π    −−−−        

x ه= ا��وال ln cos x c− +− +− +− +֏֏֏֏،(((( ))))c ∈∈∈∈ℝℝℝℝ.
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א א

    

              
[[[[ $�6 ا���1ل ا��4+5
�5�f,+ ا��ا�
 ا��5د� [[[[2 ,+∞+∞+∞+∞=�� ��D :(((( ))))
2x

f x
4 x

====
−−−−

.  

1(-  
[[[[ : cZ�&D وb و�Faد ا"$�اد ا�&�8�8 [[[[ (((( )))) b c
x 2 , , f x a

2 x 2 x
∀ ∈ +∞ = + +∀ ∈ +∞ = + +∀ ∈ +∞ = + +∀ ∈ +∞ = + +

− +− +− +− +
2(-
[[[[ $�6 ا���1ل f ا!�-�i ا��وال ا"2��
 ���ا� [[[[2 ,+∞+∞+∞+∞.  

     

: 4= ا�&��ت ا�����
I�6 ا���1ل$�F    fد ا��وال ا"2��
 ���ا�

1(-    (((( ))))
3

4

x
f x

x 1
====

++++
[[[[              و      [[[[I ,= −∞ +∞= −∞ +∞= −∞ +∞= −∞ +∞.

2(-     (((( )))) 1
f x

x ln x
[[[[            و      ==== [[[[I 0 ,1====  

  
    /0��    f =8�8&ا� +�f���� 
)))):  ا��4+5
 � ��D�x = ا��ا�
 ا��5د� )))) (((( ))))f x x ln ln x= += += += +.   

1(- 
[[[[ ه� fأl,c أن O�F �5+�< ا��ا� [[[[fD 1 ,= +∞= +∞= +∞= +∞.   

2(- d�Fأ(((( ))))f x′′′′ ات+�f� i�-�!ا .c  
   .fا��ا�

3(- 

 ��-&-6 ا��ا��g�7�Vوع ا�+Lأدرس ا�f.   
4(- 
    =4	5� .	��5	� 	�f.C-أ�h9 	-&-6 ا��ا�

         
  :ا��� ��D /��4+5��  x=����f+ ا�&f =8�8 وu  ��5,+ ا��ا���/ ا��5د���/    

                      (((( )))) 2u x x 2 x 3= − += − += − += − ))))     و  + )))) (((( ))))2f x ln x 2 x 3= − += − += − += − + .   

)))): �D/ أن  -أ-)1   ))))x ,u x 0∀ ∈ >∀ ∈ >∀ ∈ >∀ ∈ >ℝℝℝℝ أن i�-�!و ا :]]]] [[[[fD ,= −∞ +∞= −∞ +∞= −∞ +∞= −∞ +∞  

)))):  أF�d -ب       ))))u 1 )))) و ++++2 ))))u 1 2−−−−.   

)))):  أF�d ا�-����7/ -)2 ))))
x
lim f x
→+∞→+∞→+∞→+∞

)))) و  ))))
x
lim f x
→−∞→−∞→−∞→−∞

.  

3(- d�Fأ )x(f ′′′′ 
   .c f. أدرس ��f+ات ا��ا�
4(-
�D "x/ أن ا�����8. ذو ا���5د� 1===="6-&-�� Ec��� ر�&	
   .f  ا��ا�

: ا�����وي ا�����
  أl,c -أ-)5   
(((( )))) 2

*

2 3
ln 1ln xf ( x ) x x

x , 2
x x x

    − +− +− +− +    
    ∀ ∈ = +∀ ∈ = +∀ ∈ = +∀ ∈ = +ℝℝℝℝ. 

  .f أدرس ا�L+$�/ ا���g�7�V/ ��-&-6 ا��ا�
 -ب       
  .�H8� E= ا��H5ف �F .cد إ�Fاc= آ E	�Df,8�  ��7-/ أن 	-&-6 ا��ا�
 -أ-)6

.  =4	5� .	��5	� 	�f.C- أر!. 	-&-6 ا��ا�
 -ب       
7(- /0�� g
]]]] $�6 ا���1ل�AS fر ا��ا� [[[[I 1 ,= +∞= +∞= +∞= +∞.  


�D/ أن ا��ا -   أ  �g ا���1ل /	 ED�8� I �1ل	 �&�Jq���&� .��.  
)))) �Fد �5,�+-   ب ))))1g x−−−−
���D xE0� x /	 J.  

 )                                r<�� :ln 2 lnو  ≈≈≈≈0.7 3 1.1≈≈≈≈(  
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V(-a)a aو<<<<0 1≠≠≠≠(  :a  
1( -  

/0��    a�5د�� �L��3	 �5 وHS �,��	 ��8�8F 1 $�دا  
4+5
 $�6  و ا�aLog ه= ا��ا�
 ا��5د�
 ا��= �+	+��D �7� O	a Oدا�
 ا�����ر��. �:!�س�]]]] [[[[0 ,+∞+∞+∞+∞

=�� ��D :(((( ))))a

ln x
Log x

ln a
====  

2( -  

       (((( ))))aLog 1 0====                (((( ))))aLog a 1====                         (((( ))))a

1
Log e

ln a
====  

       (((( ))))e

ln x
x 0 ,Log x ln x

ln e
∀ > = =∀ > = =∀ > = =∀ > = Geln    و	-= Log====.  

  
E0�xو yا���1ل /	 ]]]] [[[[0 ,+∞+∞+∞+∞E0� و ،r/	 ℚℚℚℚ�-��� ، :  

1(- (((( )))) (((( )))) (((( ))))a a aLog xy Log x Log y= += += += +                         2(- a a

1
Log Log x

x
     = −= −= −= −    
    

3(- (((( )))) (((( ))))a a a

x
Log Log x Log y

y

    
= −= −= −= −    

    
                         4(-  (((( ))))r

a aLog x rLog x====

    
=�� �	 b�D      :  

                     (((( ))))2 2

1
A Log Log 10

5
    = += += += +    
    

                                  (((( ))))5
1
3

B Log 3====

3( - a  

 

 ��8��Vق $�6 ا���1لaLog      ا��ا��D�S ]]]] [[[[0 )))): و ���-� ∞+∞+∞+∞+, )))) (((( ))))a

ln x 1
x 0 , Log x

ln a x ln a

′′′′    ′′′′∀ > = =∀ > = =∀ > = =∀ > = =    
    

  

  : و 	-� G��i- ا��1و��/ ا������/ 

��F a 1>>>>  

+∞+∞+∞+∞           a         1                  0  x  
        ++++             ++++               ++++  (((( )))) (((( ))))aLog x′′′′  

+∞+∞+∞+∞  
                1         0     

                                               −∞−∞−∞−∞   

  
(((( ))))aLog x  


��F 0 a 1< << << << <  
+∞+∞+∞+∞           1         a                  0  x  

        ++++             ++++               ++++  (((( )))) (((( ))))aLog x′′′′  

                                                +∞+∞+∞+∞  
                0         1     

−∞−∞−∞−∞                                         

  
(((( ))))aLog x  

  



    


. Fonction logarithme de base
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4( -aLog  
                
��F a 1>>>>           
��F 0 a 1< << << << <  

  
  

  
  
  
  
   

  
  
  
  
  

VI(- Fonction logarithme décimal  

  
  

10Log  $�ض+� log	+��D �7� O	O و10دا�
 ا�����ر��. �:!�س  ه= ا�95+يدا�
 ا�����ر��. 

[[[[: و ���-� [[[[ (((( )))) ln x
x 0 , , log x

ln 10
∀ ∈ +∞ =∀ ∈ +∞ =∀ ∈ +∞ =∀ ∈ +∞ =.  

 
   (((( ))))log 1 0====                (((( ))))log 10 1====                         (((( ))))rr , log 10 r∀ ∈ =∀ ∈ =∀ ∈ =∀ ∈ =ℚℚℚℚ

�-���     :log x M ln x====   Z�F  M 0.43294481...≈≈≈≈
  

 b�D          :(((( )))) (((( ))))A log 250000 log 250 log 125= + + −= + + −= + + −= + + −.

  

         /0��   f=8�8&ا� +�f���� 
)))): ا��4+5
 � ��D�x= ا��ا�
 ا��5د� ))))
(((( ))))

x ln x
, x 0

x ln xf x
f 0 1

++++ >>>> −−−−==== 
 = −= −= −= −

.  

]]]]  �D/ أن -أ-)1 [[[[fD 0 ,= +∞= +∞= +∞= +∞.c  d�Fأ (((( ))))
x
lim f x
→+∞→+∞→+∞→+∞

  . و أول ا�-��1
 ه-�!��


 4= ا�LA+ $�6 ا����/�D f/ أن ا��ا�
-    ب�A�	 .  

 ا���8ق ا��ا�
 - أ-)2��D�S أدرس f+LAه-�!�� 4= ا� 
  . $�6 ا����/ c. أول ا�-��1

[[[[:  �D/ أن -     ب [[[[ (((( )))) (((( ))))
(((( ))))2

2 1 ln x
x 0 , , f x

x ln x

−−−−′′′′∀ ∈ +∞ =∀ ∈ +∞ =∀ ∈ +∞ =∀ ∈ +∞ =
−−−−

.  

  .f أ$b ��ول ��f+ات ا��ا�
 -     ج

)))) �D/ أن - أ-)4 ))))fC�7 �-��= إ�6 ا���1ل��A4أ 
H8� =4 E�2�4"ر ا�&	 XH8� 
1

,1
2
    
    
    

.  

)))) أر!. -   ب ))))fC�	 .�5	 =4 .C-�	 �	�5 ). r<�ln 2 0.7 ,e 2.7≈ ≈≈ ≈≈ ≈≈ ≈.(  

O 1

1
(((( ))))2y Log x====

O 1

1

(((( ))))1
2

y Log x====
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I - �[ ا	� �>� �h  P�Q ��� ا	�ا	� ا	 �د� [0,+∞ 
�� ��J :( ) 2 2 lnh x x x x= − +
1. 3&���H�	ا ,Iا�

0
0

lim ( )
x
x

h x
→
≻

lim  و  ( )
x

h x
→+∞

.  

)'ا�I, . أ.2 )h x +F	 x 3� ] [ :�ا��  hP�Q و J&3 أن ∞+,0] [0,+∞.

) إ�Oرة و ا?���@ h(1)ا�I, .  ب  )h x *�ل�	ا P�Q ] [0,+∞.  

II   –  �[ ا	� �>� f  P�Q � ��� ا	�ا	� ا	 �د� [0,+∞ 
�� ��J  :( ) ln
1

x
f x x

x
= − − 3F&	 و ( )C

  :��H�&D ا	�&��<   

               ��� �� M� �( ), ,O i j
� �

.   

)ا�I, . أ  . 1  )
0

0

lim
x
x

f x
→
≻

�  . واZ: [Qو�� ه��?&� 	���&*

)ا�I, .      ب  )lim
x

f x
→+∞

)و  ) ( )( )lim 1
x

f x x
→+∞

− ��ln\ أن   ( − 2 lnx x=(   �  .، و اZ: [Qو�� ه��?&� 	���&*

)J&3 أن .  أ  . 2 ) ( )
'

2

h x
f x

x x
= +F	 x *�ل�	3 ا� ]    .K'f _�ول :^&�ات ا	�ا	� .     ب    .∞+,0]


 	�����P . أ  . 3�I�	ا K')ادرس ا	 )C M&9�I�	وا ( )Dي � �دC	`  ا�	1y x= −  

)أ�-a ا	�M&9�I .      ب  )D P����	وا ( )C M� �	ا 
< ( ), ,O i j
� �

.  

متجانس

ةم

I-�	د
[ ا���1�� h  8�9ا�
ا�� ا�� [0,+∞ *�	 ��- :( ) 2 2 lnh x x x x= − +  

-�� أن . 1
0

0

lim 2 2 2
x
x

x x
→

− = −
≻

 و 
0

0

lim ln
x
x

x
→

= −∞
≻

 إذن  
0

0

lim ( )
x
x

h x
→

= −∞
≻

  

 *    ��	
�
2 ln

( ) 2
x

h x x x
x x

 = − + 
 

  -�� أن  
ln

lim 0
x

x

x→+∞
و =

2
lim 0
x x→+∞

limو = 2
x

x
→+∞

= +∞  

��ن           lim ( )
x

h x
→+∞

= +∞   

2 .  #?� ��	
�x .� ] [0,+∞:  ( ) ( )'( ) (2 ) ' 2 ' ln 'h x x x x x x= + +

                                            

1
        3 x

x
= +

3 0x ��ن  ≺0 و ≺ '( ) 0h x ��ن ا�
ا�� ≺ �[ �)ا	
	� h8�9 و �� [0,+∞

  

(1)لدينا  .ب  2 2 ln(1) 0h = − + =  

[  إذا كان  ]0,1x 1xلدينا  : ∋ ) إذن  ≥ ) (1)h x h≤ أي ( ) 0h x ≤    

]   إذا كان [1,x ∈ 1xلدينا  : ∞+ ) إذن  ≤ ) (1)h x h≥ أي ( ) 0h x ≥  

II ( 1.  لدينا .أ( )
0 0

0 0

ln 1
lim lim ln
x x
x x

x
x

x x→ →

 = = −∞ 
 

≻ ≻

 لأن 
0

0

lim ln
x
x

x
→

= −∞
≻

 و 
0

0

1
lim
x
x x→

= +∞
≻

  

          و لدينا 
0

0

lim 1 1
x
x

x
→

− = −
≻

) إذن  )
0

0

lim
x
x

f x
→

= +∞
≻

  

)المنحنى : ل الهندسي         التأوي )C �� 0x	�C# ���رب رأ=* ���د� =.    


	�� .          ب �
ln ln

lim lim 2 0
x x

x x

x x→+∞ →+∞
= lim  و = 1

x
x

→+∞
− = lim إذن  ∞+ ( )

x
f x

→+∞
= +∞  

( ) ( )( ) ln
lim 1 lim 0
x x

x
f x x

x→+∞ →+∞
− − = − )إذن  ا�����8 = )C �� 1y	�C# ���رب ��D# ���د� x= −.  

[ �. ا��/�ل x�?# . أ  . 2 [0,+∞ ��	
�:  ( ) ( ) ( )''

2

ln ln
'( ) 1

x x x x
f x

x

−
= −2 2 ln

2

( )

2
x x x

x x

h x

x x
− += =
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	��  .   ب �( ) ( )
'

2

h x
f x

x x
= #?� x /�ل��ا .� ] 2   -�� أن  ∞+,0] 0x x ��ن إ�Eرة  ≺ ( )'f xرة�Eه* إ( )h x

   


ول �F       ��ا
1�Hfات ا�

      
  

0  1     +∞     x  

                        +                               -  ( )'f x  

  +∞  +∞
                                                0  

( )f x  

0

                              

   

  
  
  
  
  
  

  
  

 

 
  
  
  


	�� . أ  . 3�( ) ( ) ln
1 0

x
f x x

x
− − = − = #?� x /�ل��ا .� ] [0,+∞.  

)    إ�Eرة  ) ( )1f x x− ln ه* J?9 إ�Eرة − x    

      

0   1 +∞         x    

                −−−−                   +       ( ) ( )1f x x− −

           

)ا�����8  )C K��    8�����ا( )C 4ق�  

 M���)ا��, )D   M���)ا��, )D  

A   

: ا�N�4 ا��,C* ل

( )C و( )D  

    
( )1,0A 8 تقاطع  هي نقطة�����ا( )C M���)و ا��, )D.  

)المنحنى . ب )C :  

0

 

 

(D)

(C)

2 3 4-1

2

-1

-2

0 1

1

x

y

i→

j→

A
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